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Wahrscheinlichkeitsrechnung

Einleitung

Dieser Text ist entstanden, um Schiilerinnen und Schiilern der Jahrgangsstufe 12 die Wiederholung des
Stoffs vorangegangener Jahre zu etleichtern. Neben vielen Ubungsaufgaben finden sich auch
Erklirungen zu wichtigen Begriffen. Alle angegebenen Losungswege sind lediglich Vorschlige zur
Losung der Aufgaben.

Dies ist Version 1.7 des Textes mit Stand: 13. April 2010. Der Text ist leider noch unvollstindig und
wird im Laufe der Zeit erginzt.

Eine Version im PDF-Format, die sich besonders gut fir das Drucken eignet, findet sich unter dem
Eintrag ,,Materialien fiir den Unterricht* auf dem Sichsischen Schulserver
http://www.sn.schule.de/~matheabi. Fragen zum Text, Hinweise auf Fehler oder Ahnliches teilen Sie

mir bitte unter mailto:mathe@gymnasium-delitzsch.de mit.
Grundbegriffe

Alle méglichen Ergebnisse w eines Vorgangs mit zufilligem Ergebnis zusammen ergeben die
Ergebnismenge Q. Ein Zufallsexperiment kann unterschiedliche Ergebnismengen haben, je nach
dem unter welchen Gesichtpunkten es betrachtet wird.

Oft interessiert man sich fiir das Eintreten bestimmter Ereignisse. Ereignisse sind Aussagen tber die
Ergebnisse eines Vorgangs. Sie werden als Teilmenge von Ergebnissen notiert.

1. Es werden ein roter und ein blauer Wiirfel geworfen. Beschreiben Sie folgende Ereignisse, indem
Sie alle méglichen Augenpaare aufzihlen, die fir das entsprechende Ergebnis giinstig sind!
Schreiben Sie dabei jeweils zuerst die Augenzahl des roten Wiirfels!

A: Beide Wiirfel zeigen die gleiche Augenzahl an.
B: Die Augenzahl des roten Wiirfels ist ein Teiler der Augenzahl des blauen Wiirfels.
C: Die Augensumme ist eine Primzahl.
D: Die Augensumme ist 6.
E: Das kleinste gemeinsame Vielfache der Augenzahlen ist gréBer als 9.
F: Der grofite gemeinsame Teiler der Augenzahlen ist 3.
Quelle: VuW — Losung: A

2. Axel, Werner, Thomas und Paul wollen Tischtennis spielen. Es sind aber nur 2 Kellen vorhanden.

Sie kénnen sich nicht einigen, wer zuerst spielen darf und losen deshalb.

a) Schreiben Sie die Ergebnismenge dieses Losens auf, indem Sie alle méglichen Paare aufstellen,
wie das erste Match besetzt sein konnte!

b) Beschreiben Sie die folgenden Ereignisse!

A: Thomas spielt im ersten Match.

B:  Paul spielt nicht zuerst.

C: Thomas spielt zuerst und Paul nicht. Quelle: VuW — Losung: A

3. Beim "Mensch-irgere-Dich-nicht" darf man mit seiner Figur nur starten, wenn man innerhalb von

drei Wiirfen eine 6 wiirfelt.
Man kénnte also nach den Folgen 5-6 oder 3-1-6 sein Steinchen auf das Feld setzen.
Geben Sie alle "erfolgreichen" Zahlenfolgen an! Quelle: VuW - Losung: K - A

Sichere Ereignisse werden durch den Buchstaben Q selbst dargestellt, d. h. jedes mégliche Ergebnis
ist im sicheren Ereignis enthalten.

Unmégliche Ereignisse enthalten kein mogliches Ergebnis. Deshalb stellt man sie durch die leere
Menge O dar.

Ereignisse, die genau ein Ergebnis umfassen, heilen Elementarereignisse.

4. Welche der folgenden Ereignisse sind "unmdglich", "sicher" bzw. "mdglich, aber nicht sicher" ?
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A:  Aus einer Urne, in der sich nur rote Kugeln befinden, wird eine rote Kugel gezogen.
B:  Von den 8 Familienmitgliedern der Familie Kluge hat jedes an einem anderen Wochentag
Geburtstag.

C:  Ein Wiirfel wird geworfen, und die Augensumme ist kleiner als 10.

D: Die Schiiler Threr Klasse konnen sich so aufstellen, dass immer ein Madchen neben einem
Jungen steht.

E: Ein Kind hat zwei Geschwistet.

F: Ein Kind hat Mutter und Vater.

G:

Geben Sie selbst Beispiele fiir sichere und fiir mégliche Ereignisse an!Quelle: VuW - Losung:
K

Zu jedem Ereignis A gibt es ein entgegengesetztes Ereignis A .

Das Ereignis A tritt ein, wenn A nicht eintritt.

Eine Mengendarstellung erhilt man, indem man die Elemente des Ereignisses A aus der
Ergebnismenge € streicht.

5. Nennen Sie fiir folgende Ereignisse die entgegengesetzten Ereignisse!

A:  In einer Familie mit 5 Kindern gibt es mindestens 3 Méidchen.

B:  Beim Zichen einer Kugel aus einer Urne mit 2 weillen, 3 schwarzen und 4 roten Kugeln wird
cine weille Kugel gezogen.

Bei 3 Schussen auf eine Zielscheibe werden 3 Treffer erzielt.

Bei 5 Schussen auf eine Zielscheibe werden nicht mehr als 2 Treffer erzielt.

Das Eis kostet weniger als 4,- €, aber mehr als 2,- €.

Beim Roulette wird eine Zahl aus der mittleren Lingsreihe gezogen.

In keinem dieser Biicher gibt es weniger als 3 Druckfehler.

Nadine hat einen Bruder.

TEOTEOO

Mengenverkniipfungen

Ich gewinne immer dieses Spiel. Quelle: VuW - Losung: K

Mengenbild (Venndiagramm) Symboldarstellung Sprechweisen
N

Die Ereignisse A und B sind
ANB=0 unvereinbar. A und B kénnen
nicht gleichzeitig eintreten.

N
A2

Das Ereignis B zieht A nach
sich. B ist Teilereignis von A.
Immer, wenn B eintritt, tritt

auch A ein.

A BcA

g
N2

A ist das Gegeneteignis von A.
Das Gegenereignis tritt ein,
wenn das Ereignis nicht eintritt.

>
N

(
&
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d) Man beurteile das Verfahren, wenn 3 Kinder um 1 grofien und 2 kleine Apfel losen.(Zitat
BARTH S. 225 Nr. 15)
15. Eine Munze werde 5mal geworfen. Treffer sei das Auftreten von Adler. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit wird ein Ergebnis
a) mindestens 4mal nacheinander Treffer oder mindestens 4mal nacheinander Nieten,
b) mindestens 3mal nacheinander Treffer oder mindestens 3mal nacheinander Nieten enthalten?
(Zitat BARTH S. 225 Nr. 17)
16. Ein Laplace-Wiirfel werde so lange geworfen, bis eine Sechs erscheint.
a) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Sechs frithestens beim 4. mal auftritt?(Zitat
BARTH S. 225 Nr. 19 teilweise)
17.
a) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass dem ersten Treffer genau k Nippten vorausgehen?
Stelle die Wahrscheinlichkeiten fiir p=0,25 und k=0,..,10 graphisch dar.
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erscheint der 1. Treffer erst beim k-ten Wurf oder noch spiter?
(Zitat BARTH S. 225 Nr. 20)
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Bendes Beispiel fithrt er aus, dass sich die Einsdtze wie 753571 : 9324125 = 1 : 12 verhalten
mussen, wenn man fair darauf wetten wollte, dass bei 3 aufeinanderfolgenden Wiirfen mit 3
Wirfeln jedes Mal wenigstens ein Wiirfel die Eins zeigt. Weise die Richtigkeit beider Behaup-
tungen nach.(Zitat BARTH S. 223 Nr. 3)

8. Zur Entscheidung eines Problems werden 5 Experten befragt, die sich unabhingig voneinander
duBern. Jeder Experte beurteilt das Problem mit 80% Sicherheit richtig.

a) Stelle das Experiment als Bernoulli-Kette dar. Was bedeutet "Treffer beim i-ten Versuch"? Wie
grof3 sind die Linge n und der Parameter p?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit

+ urteilen genau der erste und der dritte Experte richtig,
+ urteilen alle Experten richtig,

+  erhilt man kein richtiges Urtelil,

+  erhilt man wenigstens ein richtiges Urteil?

c) Wie viele Experten miisste man mindestens befragen, um mit mehr als 99% Sicherheit
mindestens ein richtiges Urteil zu erhalten.
(Zitat BARTH S. 223 Nr. 4)

9. Eine Personenmenge ("Bevolkerung", "Population") bestehe zu 40% aus Frauen und zu 60% aus
Minnern. Es wird 5mal jemand ausgewihlt und notiert, ob es ein Mann oder eine Frau ist.
(Stichprobe vom Umfang 5, mit zurticklegen.) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhilt man
a) keinen Mann,

b) wenigstens 1 Mann,

c) genau 1 Mann,

d) nur Minner?

(Zitat BARTH S. 223 Nr. 5)

10. Ein Gerit besteht aus 10 Bausteinen, die unabhingig voneinander mit der Wahrscheinlichkeit p
ordnungsgemal arbeiten. Fillt auch nur ein Baustein aus, so ist das Gerit gestort. Wie grofl muss p
sein, damit das Gerit mit 90% Sicherheit arbeitet?

(Zitat BARTH S. 224 Nr. 7)

11. Ein elektronisches Gerit besteht aus 13 Baugruppen. Fillt auch nur eine davon aus, ist es
unbrauchbar. Man weil3, dass fiir jede Baugruppe die Wahrscheinlichkeit, wihrend 1jdhrigen
Betriebs auszufallen, 0,26% betrigt. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Gerit im Laufe
eines Jahres repariert werden muss?

(Zitat BARTH S. 224 Nr. 8)

12.Eine Maschine erzeugt Metallteile, 5% davon sind unbrauchbar. Wie viele Teile muss 9 man
wenigstens nehmen, damit man mit mindestens 50% Wahrscheinlichkeit mindestens ein defektes
dabei hat? (Bernoulli-Kette annechmen!)(Zitat BARTH S. 224 Nr. 9)

13.Eine Stadt wird von 4 Kraftwerken versorgt. Es sind 2 Wasser- und 2 Dampfkraftwerke. Bei
Gewitter besteht fiir jede der 4 zugehérigen Hochspannungsleitungen einzeln die
Wahrscheinlichkeit p, dass sie sich wegen Blitzschlag automatisch abschaltet. Im Notfall kénnen 2
Kraftwerke die Stadt gerade noch versorgen; es muss jedoch ein Dampfkraftwerk dabeisein.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bricht bei Gewitter die Stromversorgung der Stadt zusammen?
Man zeichne diese Wahrscheinlichkeit als Funktion der "Abschaltewahrscheinlichkeit" p. Einheit
= 10 cm. Man tberzeuge sich durch Rechnung davon, dass die gezeichnete Funktion monoton
steigt.

b) Man zeichne die entsprechende Funktion wie in a), wenn die Stadt von 2 beliebigen Kraftwerken
gerade noch versorgt werden kann.

(Zitat BARTH S. 224 Nr. 12)

14.4 Kinder losen um 4 Apfel, 2 gro3e und 2 kleine. Sie werfen der Reihe nach eine Miinze. Wer
"Adler" wirft, erhilt einen groflen Apfel, wer "Zahl" wirft, einen kleinen, bis nur noch grof3e oder
nur noch kleine Apfel da sind.

a) Ist das Verfahren gerecht, d. h., hat jedes die gleiche Aussicht, einen grolen Apfel zu erhalten?

b) Ist es fiir je 2 von ihnen gleich wahrscheinlich, dass beide einen groBen Apfel erhalten?

c) Ist das Losverfahren gerecht, wenn es allgemein n groBe und n kleine Apfel und 2n Kinder sind?
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e N\
AUB A oder B tritt ein. Eines er
v~ Ereignisse oder beide treten ein.
\ £
4 N\
ANB A und B tritt ein. Beide
Ereignisse treten gleichzeitig ein.
\, £
4 N\
A\B A minus B (A ohne B) tritt ein.
A tritt ein und B tritt nicht ein.
\ )
4 N
Entweder A oder B tritt ein.
=\ [~ Genau eines der beiden
(A A B)u (A A B) Ereignisse tritt ein.
XOR
N\ )

Tabelle 1

Ein Versuch bestehe im einmaligen Werfen eines Wiirfels.
Dabei werden folgende Ereignisse betrachtet:

A:  eine 6 wird gewiirfelt,

B:  eine ungerade Zahl wird gewtirfelt,

C: mindestens eine 4 wird gewiirfelt,

héchstens eine 3 wird gewiirfelt,

eine 2 oder eine 4 wird gewiirfelt.

oo

Veranschaulichen Sie sich diesen Sachverhalt mit einem Venndiagramm, und beantworten Sie die
folgenden Fragen!

a) Welches ist das Gegenereignis zu C?
b) Gibt es Ereignisse, die mit B kein Element gemeinsam haben? Quelle: VuW - Lésung: K - A
Anlisslich einer Befragung wird aus den in einer Stadt lebenden Ehepaaren willkirlich ein Ehepaar
ausgewihlt. Folgende Ereignisse werden betrachtet:
A: Der Ehemann ist élter als 40 Jahre.
B: Der Ehemann ist alter als die Ehefrau.
C: Die Ehefrau ist alter als 40 Jahre.
Beschreiben Sie die Ereignisse A U B, AN B; A U Cund A N C mit Worten!

Quelle: VuW - Losung: K
Es seien A und B beliebige Ereignisse. Uberlegen Sie, unter welchen Bedingungen die folgenden
Beziehungen gelten:

a) AUB=A,
b) AUB= 4,
o ANB=A,
dANB=4
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e) AUB=ANB! Quelle: VuW - Lésung: K

9. Drei Pirchen gehen zur Tanzschule. Jeweils nach der Halfte der Tanzstunde ldsst der Tanzlehrer
das Los entscheiden, welcher Junge mit welchem Midchen tanzt, damit man sich nicht zu sehr auf
seinen Partner "eintanzt". Unsere Pirchen wollen natitlich auch in der zweiten Hilfte der Tanz-
stunde miteinander tanzen und betrachten die Ereignisse A, A; bzw. A;, dass das Pirchen 1, 2 bzw.
3 doch zufillig zusammen weiter tanzen kann, als Gewinn.

Beschreiben Sie die folgenden Ereignisse mit Worten:

a) AiNANA;

b) A1 ) Az ) A3,

o 4ud,u4,,

d) 4,n4,n4,

O (4ndnd)oldnana)o(dndna) Quelle: VuW - Lisung: K

10. Haben die fiir die folgenden Vorginge jeweils zwei der angegebenen Ereignisse gemeinsame Ele-
mente?

2) Vorgang: Werfen einer Miinze
Ereignisse:  Ay: Zahl liegt oben.
Az: Wappen liegt oben.
b) Vorgang: Werfen von zwei Munzen.
Ereignisse:  Bi: Die erste Miinze zeigt "Zahl".
Ba: Die zweite Miinze zeigt "Wappen".
Bs: Beide Miinzen zeigen "Wappen".
c) Vorgang: Zweimaliges Schielen auf eine Scheibe.
Ereignisse:  Ci: Kein Treffer.
C,: Genau ein Treffer.
Cs: Ein Treffer.
Cy: Zwei Treffer.
d) Vorgang: Ziehen von zwei Karten aus einem Skatspiel.
Ereignisse: Dy Zwei Kreuz- oder zwei Pikkarten werden gezogen.
D;: Ein As wird gezogen.
Ds: Eine Dame wird gezogen. Quelle: VuW - Lésung: K

11. Ein Schiiler méchte Bohnen zum Keimen bringen und legt 4 Stiick auf einen Teller unter einen
feuchten Wattebausch. Es werden die folgenden Ereignisse beobachtet:

A: Genau eine der 4 Bohnen keimt.

B: Mindestens eine Bohne keimt.

C: Zwei oder mehr Bohnen keimen.

D: Genau zwei Bohnen keimen.

E: Genau drei Bohnen keimen.

F: Alle vier Bohnen keimen.

Beschreiben Sie die folgenden Ereignisse mit Worten:
2) AUB,

b) BUC,

¢ DUEUE

d) ANB,

e) BNCl Quelle: VuW - Losung: K

12. Es werden dtrei Maschinen auf Funktionstiichtigkeit tberpriift. Es sei A; das Ereignis "Die i-te Ma-
schine ist defekt".

Stellen Sie folgende Ereignisse durch eine Verknipfung der Ereignisse A; dar:
A: Alle drei Maschinen sind defekt.
B: Keine Maschine ist defekt.
C: Wenigstens eine Maschine ist defekt.
D: Wenigstens eine Maschine ist intakt.
©FMiiller
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Weitere Aufgaben
2. In einem Wasserwerk werden regelmif3ig Proben entnommen und auf das Vorhandensein von

Inhaltsstoffen untersucht. Ein wesentlicher Kennwert fir die Wasserqualitit ist die
Nitratkonzentration. Fiir sie ist ein Grenzwert von 50 mg/1 gesetzlich festgelegt. Wird dieser Wert
tberschritten, so ist zu entscheiden, ob Wasser in das 6ffentliche Trinkwassernetz eingespeist
werden kann oder nur in die Brauchwasserversorgung. Der Gesetzgeber hat den Grenzwert
bewusst sehr niedrig angesetzt, um eine Gefihrdung der Bevélkerung auszuschlieen. Der Genuss
des Wassers ist erst bei einer vielfachen Uberschreitung dieses Grenzwertes kritisch.

Im Wasserwerk ist bekannt, dass drei Viertel der abgegebenen Wassermenge einen Nitratgehalt

unterhalb des Grenzwertes hat.

Wir wollen die Situation unter verschiedenen Gesichtspunkten betrachten und nach Antworten auf

die folgenden Fragen suchen:

a) Es sind 20 Proben entnommen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist diese Probengesamtheit
reprisentativ, d.h. mit welcher Wahrscheinlichkeit ist in 5 der Proben der Grenzwert
tberschritten?

b) Wie kommt man zu der Information, dass drei Viertel des Wassers eine Nitratkonzentration
unterhalb des Grenzwertes hat?

c) Welche mathematisch begriindbaren Schlussfolgerungen hat man zu ziehen, in einer 20
Einzelproben umfassenden Serie zehn Proben einen Nitratgehalt oberhalb des Grenzwertes
aufweisen? (Quelle: Oldenbourg S. 107)

. Diverse Aufgaben zur Zuverlissigkeit von technischen Systemen zum Beispiel Reihen- und

Parallelschaltungen ab S. 40 Volk und Wissen.
(Zitat: Volk und Wissen S. 42 ff)

. In einer Urne befinden sich Lose zweierlei Art, etwa Gewinne (E) und Nieten (E) Fur die Anteile

| - p="=PE) o
der beiden Losarten gilt: n un . Die Lose mussen dann
jeweils wieder in die Urne zurtickgelegt werden, damit die einzelnen Ziehungen voneinander
unabhingig sind. Dann ist z. B. bei zweimaligem Ziehen die Gewinnwahrscheinlichkeit gegeben
durch P(E)-P(E)=p>.

(Zitat Schwan S. 189 Nr. 2.1.)

g=1-p=1-"=P(E)
n

. Ein Modell fiir eine Bernoulli-Kette ist ein Gliicksrad mit zwei Feldern £ und E, das n-mal

gedreht wird; die Grase der Felder ist so eingerichtet, dass P(E)=p und P(E):l—p ist, z. B.
p = 0,15 und q = 0,85.(Zitat Schwan S. 189 Nr. 2.2.)

. Das Banachsche Problem

Ein Mathematiker trigt zwei Streichholzschachteln bei sich, von denen jede urspringlich n
Streichholzer enthielt. Jedes Mal, wenn er sich eine Zigarette anztindet, wihlt er eine
Streichholzschachtel zufillig aus. Man berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei eventueller
Auswahl einer bereits leeren Schachtel in der anderen Schachtel noch r Streichholzer vorhanden
sind,r=0,1,..,n"°

(Zitat Fisz S. 46 Nr. 14)

. Gerolamo Cardano (1501-1576)

a) Cardano behauptet zu Beginn von Kapitel XV seines Liber de ludo aleae (um 1564), dass sich
bei einer fairen Wette die Einsitze wie 1:(n2 - 1) verhalten miiSten, wenn man darauf wetten
wollte, bei n Wiirfen mit zwei Wirfeln jedes Mal eine gerade Augensumme zu erhalten. Was
meinst du dazu?

b) Gegen Ende desselben Kapitels kommt Cardano zur Erkenntnis, dass sich bei n aufeinander
folgenden Versuchen die Einsitze wie an:(bn-an) verhalten mussen, wenn a die Anzahl der
gunstigen Fille und b die Anzahl aller méglichen Fille im Einzelversuch bedeuten. Als abschlie-

"*Hs ist anzumerken, dass die Anzahl der verbleibenden Streichhélzer nicht Null sein sollte (10), da ja sonst diese Schachtel
zuerst leer gewesen wire und nicht die andere Schachtel. Vergleiche dazu auch .
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GewinnAnteil
| 10%
Il 8%
I} 5%
v 13%
\ 2%
Vi 10%
Vi 8%
VIl 44%
100%
E(X
Tabelle 5:

Wahrscheinlic|Anzahl
7,1511E-09| 3
7,1511E-08 6
5,0058E-07| 47
1,8450E-05| 1.965
6,3073E-05 4.060
9,6862E-04 84.632
2,1550E-03 110.396
1,7650E-02| 1.432.188
9,7914E-01 72.514.618

0,40%
74.147.915
Ausschittung

Auszahlung

1.329.067,20 €
370.739,50 €|
29.580,20 €|
1.839,50 €|
136,90 €
32,80 €

20,10 €

8,50 €|

28.940.826,70 €|
55.610.936,25 €|

52,04%|

total

2.780.546,81 €
2.224.437,45 €
1.390.273,41 €
3.614.710,86 €|
556.109,36 €
2.780.546,81 €
2.224.437,45 €
12.234.405,98 €|

math. Auszahlu60MioAuszahlung

926.848,94 €
370.739,58 €
29.580,29 €
1.839,55 €
136,97 €
32,85 €
20,15 €

8,54 €

0,32 €

0,43 €

4,29 €

30,03 €
1.106,99 €
3.784,37 €
58.117,18 €
129.299,47 €
1.059.024,23 €

1.2561.367,01 €

60.000.000,00 €

6 Richtige + Superzahl

6 Richtige

5 Richtige + Zusatzzahl

5 Richtige

4 Richtige + Zusatzzahl

4 Richtige

3 Richtige + Zusatzzahl

3 Richtige

E(x)
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Durchschnitt
5.243.931,00 €
466.127,20 €13.
43.699,40 €
2.705,20 €
166,40 ? 4
40,60 €
24,30 €
10,00 €

042€

15.

E: Mindestens zwei Maschinen sind defekt.

F: Nicht mehr als eine Maschine ist defekt.

G: Nur die erste Maschine ist defekt! Quelle: VuW - Losung: K

In einem Sanatorium betrigt der Anteil der Kurgiste mit Diabetes 40% und der mit zu hohem

Blutdruck 50%. 30% der Kurgiste haben keine der beiden Krankheiten. Wie grof3 ist der Anteil

derer, die beide Krankheiten haben? Quelle: VuW - Losung: K

Bei einer Reihenuntersuchung werden viele Personen auf Lungenkrebs hin untersucht. Es interes-

sieren folgende Ereignisse:

A: Die untersuchte Person hat Lungenkrebs.

B: Die untersuchte Person ist Raucher.

Beschreiben Sie die folgenden Ereignisse verbal, und schraffieren Sie jeweils in einem Venndia-

gramm die entsprechende Fliche!

a) ANB

b) 4nB

) AUB

d) 408

¢ (AN B)U (4 NB). Quelle: VuW - Losung: K

Bei Bergleuten mit 10jihriger Berufspraxis betrage der Anteil der an Silikose erkrankten Personen

40%, der an Bronchitis erkrankten 70% und der Personen, die an beiden Krankheiten gleichzeitig

leiden missen, 30%. (Silikose ist eine krankhafte Verinderung der Lunge durch Quarzstaub.)

Wie grof3 ist der Anteil der Personen dieser Gruppe, die keine der beiden Krankheiten haben?
Quelle: VuW - Losung: K

Statistische Ethebungen

Witd ein Zufallsexperiment sehr oft durchgefiihrt, dann stabilisieren sich fiir jedes Ergebnis die
relativen Haufigkeiten fiir das Auftreten dieses Ergebnisses, sie pendeln sich um einen bestimmten
Wert ein. Der Wert, um den sich die relativen Hiufigkeiten fiir ein Ergebnis einpegeln, nennt man die
Wahrscheinlichkeit dieses Ergebnisses.

Darstellungsmaglichkeiten firr Haufigkeitsverteilungen

Beispiel: Lehrer Miiller korrigiert die Mathearbeit seiner Klasse und notiert die Zensuren in einer

o Utliste:3422352331446532124335232
Zensuren z; € {1,2,3,4,5,6} mit1 <i<25
e Strichliste:
[l 2 | 3 [4]5]6]
[ T | T T | TO00T T2 [ 00 | T [ 1
e Tabelle mit absoluter und relativer Haufigkeit'

Zensurenz | 1 2 3 4 5 6
Ho;s (2) 2 7 8 4 3 1
has (2) 2/25|7/25|8/25]4/25]|3/25]1/25

e Stabdiagramm

! Es gilt: h"(x) = H" () . AuBerdem gilt auch ZH{, (x)=n und zhn (x)=1 .
n X X

©FMiiller
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WWW.SN.5C 6
= 10
Q
E, 8
3 6
T
o 4
i =
o
% 0,:. : : : : o
1 2 3 4 5 6
Zensur
e Siulendiagramm
.5
x
2
5
O
T
@
2
K
[
1 2 3 4 5 6
Zensur
e Kreisdiagramm
5%
14%
e Blockdiagramm

©FMiiller
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62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

lichkeit!
Stellen Sie die Ergebnisse im Streckendiagramm dar und diskutieren Sie dartber!

(Quelle: VuW - Lésung: K)
Auf einem Galton-Brett rollen nacheinander 25 Kiigelchen
iber ein Hindernisfeld. Bei jedem Hindernis rollen
die Kiigelchen entweder nach rechts oder nach links
und fallen schlieBilich in die dafiir vorgesehenen Facher un-
terhalb des Galton-Brettes.
Wie viele verschiedene Wege fithren zu jedem einzelnen Fach? A
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, ¢ass ein Kiigelchen im Fach 2
liegen bleibt?
Gibrt es einen Zusammenhang zwischen der Anzahl der Wege zu
einem Fach und der entsprechenden Wahrscheinlichkeit? (Quel-

le: VuW - Losung: K)

Ein Diisenflugzeug hat 4 Triebwerke. Es kann aber sogar
noch fliegen, wenr: nur ein Triebwerk arbeitet, also 3 Trieb-

werke ausgefallen sind. Jedes Triebwerk arbeitet mit groBer

Zuverlissigkeit und fillt nur in einem von 1000 Fillen aus
wenn der Flug 8 Stunden nicht iiberschreiter.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir den Fall, dass

das Flugzeug bei einem 8-Stunden-Flug mit nur einem

Triebwerk auskommen muss!  (Quelle: VuW - Lo- CA A A A A

sung: K)

Die Ausschussrate bei der Herstellung von 60

W-Glithlampen betrige 1%0. Was ist wahrschein-

licher, unter 25 weaigstens eine defekte Glith-

lampe zu finden oder dass bei 15 zufillig ausgewihlten Glithlampen alle in Ordnung sind?(Quelle:

VuW - Losung: K)

Auf einer Tiite mit Saatgut steht, dass bei Einhaltung der Hinweise 80% der Samen aufgehen wer-

den. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird wenigstens eins von 10 gesiten Samenkornern aufgehen?
(Quelle: VuW - Lésung: K)

Einem Posten von 100 Teilen werden "auf gut Gliick" 10 Teile zur Qualititskontrolle entnommen.

Der Hersteller hat sich zu hdchstens 5% Ausschuss verpflichtet. Der Posten wird abgelehnt, wenn

mindestens ein defektes Teil in der Stichprobe ist.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird der Posten abgelehnt, wenn der vereinbarte Ausschussanteil

gerade noch eingehalten wird?

b) Wie verindern sich die eben berechneten Wahrscheinlichkeiten, wenn der Posten in Wirklichkeit

10% defekte Teile enthilt?

¢) Wie verindern sich die eben berechneten Wahrscheinlichkeiten, wenn der Posten héchstens ein

defektes Teil enthalten darf, um angenommen zu werden? (Quelle: VuW - Lésung: K)
Eine Operation habe 80% Aussichten auf Erfolg. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 4
der nichsten 5 Patienten erfolgreich operiert werden?

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der fiinfte Patient erfolgreich operiert wird, wenn
die vier Patienten vor ihm eine erfolgreiche Operation hatten? (Quelle: VuW - Losung: K)

Binomialverteilung

muss noch erginzt werden

©FMiiller
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BernourLi-Experimente’

Ein Bernourii-Versuch ist ein spezielles Laprace-Experiment. Er hat nimlich nur zwei mégliche
Ereignisse.

So ist z. B. das einmalige Wiirfeln ein LapLace-Experiment, aber noch kein BernourL-Experiment,
denn es kénnen ja sechs verschiedene Ergebnisse betrachtet werden. Wiirde man aber nur darauf
achten, ob ein Sechs fillt oder nicht, dann hitte man nur zwei mégliche Ausginge und somit ein
BernourL-Experiment.

56. Nennen Sie andere BernourLi-Experimente.

57. In einer Urne liegen eine rote und drei schwarze Kugeln. Man zieht dreimal je eine Kugel. Treffer
Aj sei das Ziehen der roten Kugel beim i-ten Zug. Offenbar ist sowohl beim Ziehen mit Zuriickle-
gen wie auch beim Ziehen ohne Zurticklegen P(A)) = ¥4 firi = 1, 2, 3. Eine Bernoulli-Kette liegt
jedoch nur beim Ziehen mit Zurticklegen vor.

a) Begriinden Sie die letzte Behauptung; indem Sie mit Hilfe eines Baums die
Wiahrscheinlichkeitsverteilungen fiir das Ziehen mit bzw. ohne Zuriicklegen erstellen.
b) Zeigen Sie, dass beim Ziehen ohne Zuriicklegen A; und A, stochastisch abhingig sind.
(Quelle: Barth)

BernouLLI-Kette

Wiederholt man einen BernourL-Versuch ein- oder mehrmals und beeinflusst das Ergebnis des einen
Versuches nicht das des anderen Versuches, so entsteht eine Bernourri-Kette.

58. Wenn wir mehrmals nacheinander mit der Miinze werfen'’, entsteht also eine BernourLi-Kette.
Warum ist es keine solche Kette, wenn wir mehrmals aus einem Lostopf zichen und notieren, ob
ein Gewinn erzielt wurde oder nicht?

Nennen Sie weitere Experimente, die zur Entstehung (oder nicht Entstehung) einer
BrrnourLi-Kette fihren. Lésung: K

59. Beim Mensch-irgere-dich-nicht darf man dreimal wirfeln. Wenn dabei eine 6 gewtirfelt wird, darf
man eine Figur auf das Spielfeld setzen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann man schon in der
ersten Runde starte? (Quelle: VuW - Lésung: K)

60. In einer Urne befinden sich 3 rote und 7 weille Kugeln. Viermal hintereinander wird folgender
Versuch durchgefiithrt: Es wird eine Kugel gezogen, die Farbe notiert und schlieflich wieder zu-
rickgelegt.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ergebnisse:
a) Erst werden 2 rote, dann 2 weile Kugeln gezogen.
b) Erst werden 2 weille, dann 2 rote Kugeln gezogen.
c) Die ersten 3 Kugeln sind rot, die vierte ist weil3.
d) Die ersten 3 Kugeln sind rot.
e) 2 der 4 Kugeln sind rot. (Quelle: VuW - Losung: K)

61. Bei einer Prifung werden jedem Priifling 10 Fragen gestellt. Zu jeder Frage sind 3 Antworten vor-
gegeben, von denen aber nur eine richtig ist. Nehmen wir an, ein Priifling weiB iberhaupt nichts
und tippt jedes Mal, ohne zu tberlegen, irgendeine Antwort.

Berechnen Sie fiir jede mdgliche Anzahl von richtigen Antworten die entsprechende Wahrschein-

’ Bernoulli, Jakob (1654-1705), Schweizer Mathematiker und Physiker, geboren am 27. Dezember 1654 in Basel. Bernoulli
stammte aus einer bedeutenden Gelehrtenfamilie und nahm auf Wunsch seines Vaters das Studium der Theologie auf. Seine
besondere Aufmerksamkeit aber galt der Mathematik. Nach Beendigung des Studiums lehrte er als Privatdozent im
europiischen Ausland und lernte dabei bedeutende Wissenschaftler seiner Zeit kennen. 1687 erreichte ihn die Berufung
zum Professor fiir Mathematik an der Universitit Basel. Bernoulli war einer der bedeutenden Mathematiker des

17. Jahrhunderts. Gemeinsam mit seinem Bruder Johann Bernoulli schuf er grundlegende Beitrige zur Theorie der
Differentialgleichungen. Er erzielte wichtige Resultate auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung und gab
entscheidende Anstéfe zur Entwicklung der Variationsrechnung. 1744 wurden seine umfangreichen wissenschaftlichen
Abhandlungen als Gesamtwerk herausgegeben. Jakob Bernoulli starb am 16. August 1705 in Basel. (Quelle: Encarta)
1" Miinzwurf hat immer nur zwei Ergebnisse. Auf dem Rand kann keine (mathematische) Miinze stehen.

©FMiiller
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100%
75% +
50% -
25% +
0%
Kenngréfien
Mittelwert

Der durchschnittlich erreichte Wert; im Beispiel z= 3,08. Allgemein gilt

B zn:x,. ZHn(x)~x
x== ==

n n

=3 h,(x)-x

Zentralwert

Der Wert, der in der geordneten Utliste genau in der Mitte steht?;
im Beispiel: Urliste: 1122222223333333344445556

Hiufigster Wert oder Modalwert m

Der Wert, dessen absolute Haufigkeit am gréBten ist; hier m = 3.

Spannweite
Gibt die Intervallbreite an, aus dem die Werte stammen. Sie wird allerdings von den Extremwerten der
Messgrofie bestimmt; hier zyia = 1 bis zyae = 6 = Spannweite 5.

Mittlere Abweichung

Verdeutlicht, inwiefern die Werte vom Mittelwert abweichen. Bei der Berechnung der Abweichung
vernachlissigt man das Vorzeichen, d. h. ob der Wert gréBer oder kleiner ist, ist nicht von Belang,

Zensuten z; 1 2 3 4 5 6
Hos (z) 2 | 7 8 1 4|3 1

Abweichung: [2—z| 12,08 | 1,08 | 0,08 0,92 1,92 | 2,92
Mittlere Abweichung® Az= IZ—Z, ; hier Az = 0,9888.

* Sollte der Zentralwert einer gerade Anzahl von Werten bestimmt werden, nimmt man den Mittelwert der beiden mittleren
Werte.

* Wird als Mittelwert der Abweichungen betrachtet und in der Physik mit Ax bezeichnet. Bei der Berechnung des
Mittelwertes ist die Haufigkeit des Auftretens der Einzelwerte zu beachten. Mit anderen Worten es ist der ,,gewichtete®
Mittelwert zu berechnen.

Es ist immer ein positiver Wert. Gilt Ax = 0 so folgt daraus, dass alle Werte identisch mit dem Mittelwert sind. Ist z. B. beim
Wiirfeln immer nur die 3 gefallen, so ist der Mittelwert 3 und die Abweichung vom Mittelwert 0, die mittlere Abweichung

©FMiiller
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Standardabweichung und Varianz

Die Varianz beschreibt die mittlere quadratische Abweichung V' (z) = (; — Z[,)2 der Werte. Sie gibt damit

an, wie stark die Streuung der Werte ist. Die Standardabweichung o ist die Wurzel aus diesem Wert:

oz=V(z).

Zensuren z; 1 2 3 4 5 6
Has (2) 2 7 8 4 3 1

Abweichung;: (;_Z,,)2 43264 | 1,1664 | 0,0064 | 0,8464 | 3,6864 | 8,5264
Hier ist V(z) = 1,5936 und o(z) = 1,2624.

Je kleiner die mittlere (lineare) Abweichung bzw. die mittlere quadratische Abweichung und damit die
Standardabweichung ist, desto enger liegen die Einzelwerte um das arithmetische Mittel dieser

Einzelwerte herum. Sie streuen also weniger.

16. Bei der Dichtebestimmung von Stahl fanden Schiilergruppen die folgenden Messwerte (in g/cm?).

Stellen Sie die Hiufigkeitsverteilung grafisch dar, und vergleichen Sie diese.
Dichte 7117417517,6(7,7|7,8|7,918,3
Hiéufigkeit |1 |1 |1 |4 |4 |4 |3 |1
Gruppe 1

Dichte 73|74

B ,817,918,0/81|8283
Hiufigkeit

3 11 12 |1
Gruppe 2
Welche Schiilergruppe hat sorgfiltiger gearbeitet? Gentigt es, die Mittelwerte zu vergleichen?

—
o
[\
o
©
~

Laplace-Versuche

Im Folgenden betrachten wir Zufallsexperimente, die endlich viele Ergebnisse (Ausginge) haben und
bei denen alle Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind. Solche Experimente heillen Laprace-

Experimente.

17. Werden mehrere Versuche nacheinander ausgefiihrt, so spricht man von einem mehrstufigen Zu-
fallsexperiment bzw. einer Kette. Wenn mehrfach nacheinander gewiirfelt wird, nennt man die
Versuche voneinander stochastisch unabhingig. Stochastisch abhingig wire das Verteilen von
Karten aus einem Stapel.

Erkldren Sie die Begriffe ,,abhingig® und ,,unabhingig* anhand von anderen Beispielen.
Wie ist das beim Ziehen aus einer Lostrommel mit sehr vielen Losen?

18. Das Wiirfeln mit einem (mathematischen) Wiirfel ist ein solcher Versuch. Nennen Sie andere

Laprace-Experimente und geben Sie die Ergebnismengen an.

Berechnen von Wahrscheinlichkeiten

Bei einem Laprace-Experimente gilt fiir die Wahrscheinlichkeit P(E) eines Ereignisses E:

P(E) = Anzahl der fiir E giinstigen Ergebnisse _ U

Anzahl der moglichen Ergebnisse |S|

Kombinatorik

Um die Anzahl der giinstigen zu bestimmen, ist es oft das einfachste, alle moglichen Ergebnisse
aufzuschreiben und die Passenden zu markieren. Oftmals hitte man dann viel zu tun. Die
Kombinatorik dient dazu, fiir bestimmte Kategorien von Aufgaben schneller zum Ziel zu finden. Eine
wichtige Unterscheidung ist die Reihenfolge, in der Ereignisse auftreten.

somit auch 0.
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54. Aus einer Urne mit 3 weillen und 2 roten Kugeln werden ohne zurticklegen, nacheinander zwei
Kugeln entnommen.
Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse
A: Beide Kugeln sind weil3.
B: Die Kugeln sind verschiedenfarbig,
C: Die erste Kugel ist weil3.
D: Die zweite Kugel ist rot. Quelle: VuW - Lésung: K

Baumdiagramme

Mehrstufige Zufallsexperimente lassen sich durch Baumdiagramme veranschaulichen. Da bei
mehrstufigen Zufallsexperimenten die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ergebnisse zu ermitteln
sind und zu jedem Ergebnis genau ein Pfad im Baumdiagramm existiert, nennt man die von uns zu
findenden Rechenvorschriften Pfadregeln.

Pfadregeln sind Rechenvorschriften zum Ermitteln von Wahrscheinlichkeiten von Ergebnissen und
Ereignissen mehrstufiger (n-stufiger, n > 2) Zufallsexperimente. Die Wahrscheinlichkeiten der
Ergebnisse in den einzelnen Stufen missen bekannt sein.

55. Aus einer Lotterie werden 5 Lose ohne zuriicklegen entnommen.
In der Urne liegt ein Hauptgewinn von 1000€, 10 Trostpreise von 10€ und 89 Nieten.
Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung an. Losung: K
Hinweis: Die Losung der Aufgabe erfordert ein wenig Geduld.

Summen und Produktregel

Die Wahrscheinlichkeiten entlang eines Pfades multiplizieren sich.
Die Wahrscheinlichkeiten verschiedener Wege (Pfade) addieren sich.

Zufallsgro3en

Wahrscheinlichkeitsverteilung

Wird jedem Ergebnis eines Zufallsexperiments genau eine reelle Zahl zugeordnet, dann nennt man
diese Abbildung ZufallsgréBie X (ZG).

Eine Funktion, die jeder dieser reellen Zahlen - ausgehend von der Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Ergebnisse des Zufallsexperiments - eine bestimmte Wahrscheinlichkeit zuordnet, heil3t
Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser Zufallsgrofle P(X = x;).

Erwartungswert

Unter dem Erwartungswert einer Zufallsgréfe versteht man den zu erwartenden Mittelwert der
Werte dieser Zufallsgrofe.

Man bestimmt den Erwartungswert E(X) ciner ZufallsgréB3e X, indem man jeden méglichen Wert
X1, X2, ... X, der Zufallsg6Be mit der zugehérigen Wahrscheinlichkeit multipliziert und diese Produkte
addiert,d. h. EX) = x; ‘PX =xp) + x2 ' PX =x)) + .. +x, ‘PX =x,).

©FMiiller
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42. Ein Alphabet bestehe aus den Buchstaben A und B.
Wieviel Wérter mit 4 Buchstaben gibt es in diesem Alphabet? Berechnen Sie auch die Anzahl der
Worter mit 8, 12 und 16 Buchstaben! Quelle: VuW - Losung: K
43. In einem Krankenhaus sollen 16 Krankenschwestern zu zweit zum Dienst auf 8 Stationen einge-
teilt werden.
2) Wieviel Méglichkeiten hat die Oberschwester fiir den Dienstplan?
b) Wieviel Moglichkeiten verbleiben noch, wenn die Krankenschwestern Ina und Karin auf gar
keinen Fall auf der Intensiv-Station und die Krankenschwestern Sabine und Anke unbedingt auf
der Wochen-Station arbeiten wollen? Quelle: VuW - Losung: K
44. Sie haben sich von einer 7stelligen Telefonnummer nur die erste und die letzte Zahl merken kon-
nen. Dunkel erinnern Sie sich auch noch daran, dass auBerdem die Ziffern 3, 4, 4, 6 und 9 auftra-
ten, aber die Reihenfolge dieser 5 Ziffern in der Mitte wissen Sie nicht mehr.
Wieviel Telefongespriche mussten Sie maximal fithren, um die richtige Telefonnummer herauszu-
finden? Quelle: VuW - Losung: K
45. 18 Schiler (8 Midchen und 10 Jungen) bewerben sich in einem Betrieb fiir einen Ferienjob. Der
Betrieb kann die Schiiler fiir drei Arbeiten einsetzen, und zwar bei der ersten Arbeit 3 Midchen,
bei der zweiten 5 Jungen und bei der dritten 4 Midchen oder Jungen.
Wieviel Einstellungsméglichkeiten gibt es fiir den Betrieb? Quelle: VuW - Lésung: K
46. In einer Internatswohnung stehen 2 Dreibett- und 1 Zweibettzimmer zur Verfiigung. In die Woh-
nung zichen 8 Jungen ein. Wieviel Moglichkeiten der Zimmerbelegung gibt es?
Quelle: VuW - Losung: K
47. Wieviel verschiedene Farbmuster ergeben sich (Abbildung 3) /

wenn

a) 8 verschiedenfarbige Petlen, ._‘-0‘.’ -
b) 4 rote, 2 weille und 2 griine Perlen aneinandergereiht

werden? Quelle: VuW - Losung: K
48. Funf Ehepaare haben einen Tennisplatz gemietet.

a) Als erstes soll ein gemischtes Doppel gespielt werden. Abbildung 3
Wieviel Moglichkeiten fiir die Auswahl der ersten vier
Spieler gibt es?
b) Geben Sie auch die Anzahl der entsprechenden Moglichkeiten an, wenn gefordert wird, dass
nicht beide Partner eines Ehepaares im ersten Match spielen (sowie wenn nicht beide Partner
eines Paares auf einer Seite spielen) dirfen? Quelle: VuW - Lésung: K
49. Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden bei der nidchsten Ziechung im Lotto ,,6 aus 49 alle 6 Zah-
len gezogen, die Sie auf einem Lotto-Schein ankreuzen wiirden? Quelle: VuW - Lésung: K
50. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit bei einem Tip einen 4-er (5-er, 3-er, 2-er, 1-er) zu haben?
Losung: K
51. Eine Schreibmaschine hat 44 Tasten. Der kleine Felix tippt 5 verschiedene Tasten auf gut Gliick.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass er das Wort "Felix" tippt? (Bedenken Sie, dass die Reihen-
folge zu beachten ist!) Quelle: VuW - Losung: K
52. In einem Teich befindet sich eine unbekannte Anzahl von Karpfen. Man fingt 1 000 Stiick, kenn-
zeichnet sie und ldsst sie wieder in den Teich zuriick. Nach einiger Zeit fingt man 150 Karpfen
und stellt fest, dass unter ihnen 10 markierte sind.
Wieviel Karpfen befinden sich mindestens in diesem Teich?
Wieviel Karpfen befinden sich vermutlich in diesem Teich? Quelle: VuW - Losung: K
53. Das Knobelspiel "Schere-Stein-Papier" wird bestimmt durch gleichzeitiges Zeigen bestimmter
Handzeichen von 2 Leuten. Dabei gewinnt . "Schere" gegen "Papier”, "Papiet" gegen "Stein",
"Stein" gegen "Schere". Zeigen beide das gleiche Zeichen, endet die Runde unentschieden.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt Spieler A bzw. gewinnt Spieler B nicht bzw. endet es un-
entschieden, wenn jeder Spieler willkiitlich ein Zeichen zeigt? Quelle: VuW - Losung: K
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Wenn die Reihenfolge interessiert, dann bilden die Elemente ein Tupel. Wir schreiben Tupel in
runde Klammern (...). Mit (a | b | ¢) beschreibt man also ein 3-Tupel / Tripel aus den Elementen a, b
und c.

Wenn die Reihenfolge nicht interessiert, dann bilden die ausgewihlten Elemente eine Menge. Wir
schreiben diese Mengen wie ublich in geschweifte Klammern {..}. {a | b | c} ist eine 3-clementige
Menge.

Im ersten Beispiel sei die Reihenfolge von grofier Wichtigkeit:

Vier Sportler nehmen am gleichen Wettkampf teil. Wie viele mégliche Ausginge gibt es?

Die Frage beantwortet man schnell durch folgende Uberlegung: Es gibt Vier, die die Stelle des Siegers
einnehmen wollen. Zweiter konnen dann noch Drei werden; Dritter noch Zwei und Letzter — wird der
Letzte — ist doch klar. Insgesamt gibt es also: 4 3 21 = 24 verschiedene Einldufe. Das fihrt zur
Permutation.

Eine Anordnung von n Elementen auf n Positionen nennt man Permutation®. Die Anzahl der
Permutationen ergibt sich dann aus n-(n—1)(n—2) ... -2-1 =nl>

Anmerkung: fiir das Produkt gibt es dhnlich zur Schreibweise mit dem Summenzeichen z. B.: Zi die

i=l

Produktschreibweise: n!= Hi

i=l
Das nichste Beispiel ist sehr dhnlich. Die Reihenfolge ist immer noch wichtig.
Acht Sportler nehmen am gleichen Wettkampf teil. Wie viele Méglichkeiten gibt es fiir die besten Drei?
Die Frage beantworten wir analog zur Vorhergehenden: Es gibt Acht, die die Stelle des Siegers
einnehmen wollen, Sieben kénnen dann noch Zweiter werden und Sechs machen unter sich den
Dritten aus. Insgesamt gibt es also 8 7 6 = 8!/5! = 336 Moglichkeiten.

Sollen aus n Elementen nacheinander k Elemente der Reihe nach ausgewihlt werden, so gibt es

n!
V,,k =n-(n—-1-....(n—k+1)= m Méoglichkeiten. Dies nennt man Vatiation® ohne
n—k)!

Wiederholung

Anmerkung: vE= Hi

i=n—k+1
Was kénnte nun ein Beispiel fiir eine Variation mit Wiederholung sein? Nun — bleiben wir beim Sport:
Acht Zehnkimpfer versuchen den Sieg unter sich auszumachen. Wir betrachten den Sieger in jedem
der 10 Kimpfe. Wie viele verschiedene Méglichkeiten gibt es?
Die Beantwortung der Frage fillt wieder leicht: im ersten Kampf konnte das jeder sein, im zweiten
Kampf konnte das jeder sein usw. Insgesamt also 8 -8-8 8 8 8 8 -8 = 8'" Moglichkeiten

Jede mégliche Anordnung mit Berticksichtigung der Reihenfolge aus je k von n Elementen heif3t

Variation und berechnet sich im Falle der moglichen Wiederholung der Elemente durch: V* = n*.

Nun stellt sich die Frage: Wer hat denn nun gewonnen?’ So landen wit bei den Kombinationen.

Jede mégliche Anordnung ohne Berticksichtigung der Reihenfolge aus je k von n Elementen heil3t

Kombination. Ohne Wiederholung der einzelnen Elemente ergibt sich: C = ("%.)"k': (Z) 8

* Es ist klar, dass sich dann kein Element wiederholen kann und das die Reihenfolge von Bedeutung ist.

® Die mathematische Funktion n! (Fakultit) ist im GTR unter Math+PRoBability zu finden.

¢ Variation k-ter Klasse von n verschiedenen Elementen ohne Wiederholung

7 Und die kann hier natiirlich nicht beantwortet werden.

# Sprich ,,n iiber k. Schreibweise fiir den Binomialkoeffizienten. GTR-Funktion wieder im Math-Menii unter PRoBability
zu finden.

©FMiiller
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Da wir auf die Frage ,,Wer hat denn nun gewonnen?* jeden Gewinner nur einmal aufzihlen, haben wir

. . ; . 8\__ 8! 876 . TR
bei 8 Teilnehmern und 3 Plitzen insgesamt (3)— (83131 123 verschiedene Mdéglichkeiten zu
antworten.

Anmerkung: Nicht ohne Grund haben Variation und Kombination sehr dhnliche Formeln. Dadurch,

dass Wiederholungen zugelassen werden, fallen k! Méglichkeiten weg,

(Z wird sehr hiufig verwendet. Sehen Sie doch mal nach
dem Binomischen Satz oder dem Pascarschen Dreieck.

Und zum Abschluss: Wer waren die Sieger der 10 Disziplinen? Hier ist nun die Widerholung
zugelassen, denn Einer kann ja in verschiedenen Sportarten gewinnen (oder in allen). Die Antwort
darauf findet man in der

Anmerkung: Der Binomialkoeffizient

n+k—1
k

Kombination von n Elementen zur k-ten Klasse mit Wiederholung: Eﬁ:(

Aufgaben zur Kombinatorik

19. Bei einem 5000 m-Lauf sind 5 Liufer am Start.
Wie viele Moglichkeiten fiir den Zieleinlauf gibt es? Quelle: VuW — Losung: K

20. 10 Personen sollen sich namentlich in eine Liste eintragen.
Wieviel Eintragungsméglichkeiten gibt es? Quelle: VuW - Losung: K

21. Wieviel Worter kann man aus den 6 Buchstaben a, b, ¢, f, n, s bilden, wenn kein Buchstabe doppelt
vorkommen soll? (Der Sinn des Wortes und die Aussprachefihigkeit sollen bei dieser Uberlegung

keine Rolle spielen.) Quelle: VuW - Losung: K

22. Ein Arzt muss auf seiner Hausbesuchstour 9 Patienten besuchen. Wieviel MSglichkeiten hat er fiir
die Reihenfolge der Krankenbesuche? Quelle: VuW - Losung: K

23. Wieviel verschiedene fiinfstellige Zahlen kann man aus 5 Ziffern bilden, wenn keine Ziffer doppelt
vorkommen soll? Quelle: VuW - Losung: K
Wie dndert sich die Anzahl, wenn Ziffern auch mehtfach auftreten kénnen?

(Hinweis: Uberlegen Sie, wieviel Moglichkeiten es fiir jede einzelne Stelle gibt!)

24. Fur die deutschen Autonummern (L. - AC 3718) wurde das folgende System entwickelt: Zuerst ste-
hen 1 bis 3 Buchstaben, die den Ort bzw. den Kreis bezeichnen. Dann folgen 1 oder 2 Buchstaben
und den Abschluss bilden 1 bis 4 Ziffern.

Wieviel verschiedene Autonummern kann man auf diese Weise in einem bestimmten Kreis (bzw.
in einem bestimmten Ort) héchstens ausgeben? Quelle: VuW - Lésung: K

25. Wieviel Méglichkeiten gibt es, aus einer Urne mit 5 numerierten Kugeln zwei Kugeln nacheinander
herauszunehmen, wenn die Kugeln nicht zwischendurch wieder zuriickgelegt werden?

Quelle: VuW - Losung: K

26. Beim Sportunterricht, an dem 24 Schiiler teilnehmen, sollen 2 Schiler zum Aufbauen der Turnge-
rite eingeteilt werden. Wie viele Moglichkeiten stehen zur Auswahl?

Quelle: VuW - Lésung: K

27. Wir sind auf der Rennbahn und interessieren uns fiir die drei Erstplazierten unter 10 Pferden.

a) Wieviel verschiedene Tips gibt es, wenn die Reihenfolge, in der die Pferde durchs Ziel gehen,
nicht bertcksichtigt wird?
b) Wieviel verschiedene Tips sind es, wenn die Reihenfolge doch berticksichtigt werden soll?
Quelle: VuW - Lésung: K
28. Ein roter, ein griner und ein blauer Wirfel werden geworfen.
Wieviel Moglichkeiten gibt es fiir die 3 gewtrfelten Augenzahlen?
Wieviel davon zeigen auf jedem Wiirfel eine andere Augenzahl? Quelle: VuW - Lésung: K

©FMiiller
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29. Fur welche der folgenden Auswahlen gibt es mehr Méglichkeiten:
- fir die Auswahl von 2 Personen aus einer Gruppe von 8, oder
- fiir die Auswahl von 6 Personen aus einer Gruppe von 8?2 Quelle: VuW - Losung: K
30. Wieviel Méglichkeiten gibt es, 8 Ttrme so auf ein Schachbrett zu setzen, dass kein Turm einen an-
deren schlagen kann. Quelle: VuW - Lésung: K

31. An einem Volleyball-Wettkampf beteiligen sich 16 Mannschaften. Wieviel Spiele sind auszutragen,
wenn jede Mannschaft gegen jede spielen soll?
Wieviel Spiele sind es, wenn durchgingig nach dem k.o.-System gespielt wird, also nur der Meister
ermittelt wird? Quelle: VuW - Lésung: K

32. Eine Miinze wird finfmal hintereinander geworfen. Nach jedem Wurf wird notiert, ob Zahl (Z)
oder Wappen (W) oben liegt. Als Ergebnis dieses Vorgangs erhilt man eine Folge von 5 Zeichen,
z. B. (ZZWZW).
a) Wieviel derartige Folgen sind tiberhaupt méglich?
b) Wieviel Folgen gibt es, in denen genau zweimal Z registriert wurde?  Quelle: VuW - Lésung: K
33. Bei einer statistischen Qualititskontrolle wird aus einer Produktionsserie eine bestimmte Anzahl
Erzeugnisse ausgewihlt und untersucht. Aus dem Ergebnis der Stichprobenuntersuchung schlie3t
man dann auf die Qualitit der ganzen Serie.
Wieviel verschiedene Stichproben gibt es bei einer Produktionsserie von 100 Stiick, wenn die Stich-
probe aus 2 Sttick besteht? Quelle: VuW - Lésung: K
34. Aus einer Sendung von 90 Batterien werden zu einer Stichprobenpriifung 4 willktrlich herausge-
griffen.
Wieviel Auswahlméglichkeiten gibt es? Quelle: VuW - Lésung: K
35. Ein Versorgungsfahrzeug soll von einem GroBhandelslager aus nacheinander 6 verschiedene Ver-
kaufsstellen anfahren. Wieviel Moglichkeiten einer Versorgungstour gibt es?
Quelle: VuW - Lésung: K

36. Wieviel verschiedene dreistreifige Flaggen kén-
nen aus 7 Farben zusammengestellt werden?
(Abbildung 1) Quelle: VuW - Lésung: K

37. In einer Stadt moge es Sstellige Telefonnum-
mern geben.

a) Wieviel Anschliisse kénnen in dieser Stadt
insgesamt vergeben werden, wenn an der
ersten Stelle keine 0 stehen darf? Abbildung 1

b) Wieviel dieser Anschliisse bestehen jeweils
nur aus verschiedenen Ziffern?

38. Die Grundform bei der Braille-Blinden-
schrift besteht aus einem Rechteck, das aus 6
Punkten gebildet wird. Jeder Buchstabe wird
durch 1 bis 6 Punkte gebildet, von denen je-
der an eine bestimmte Stelle des Schemas be-
setzt wird (ein- oder hochgedriickt; vgl. mit
Abbildung 2).

Wieviel Zeichen kann man auf diese Art und Weise bilden? Quelle: VuW - Losung: K

39. Wieviel verschiedene Initialen (z. B. Karl Miiller: K. M.) kénnen aus 2 Buchstaben (aus 3 Buchsta-
ben) gebildet werden? Quelle: VuW - Lésung: K

40. Wie lang muss ein Alphabet sein, damit 1 Million Menschen durch 3buchstabige Initialen identifi-
ziert werden kénnen? (Vgl. Kurt Friedrich Nebel: K. F N.) Quelle: VuW - Losung: K

41. 9 Kinder stehen im Kreis und spielen Ball. Wieviel verschiedene Strecken kann der Ball zuriickle-
gen, wenn eine Strecke den Weg von Kind zu Kind darstellt? Quelle: VuW - Lésung: K

Quelle: VuW - Losung: K
Das Leben ist schdn .

Abbildung 2
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